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Motivation

Die Boundary-Elemente-Methode (BEM) in der Akustik erfordert im
Gegensatz zur Finite-Elemente-Methode (FEM) lediglich eine Dis-
kretisierung der Oberfläche der schall-streuenden oder -abstrahlenden
Struktur. Die Fast-Multipol-Methode (FMM) bietet eine schnelle und
speicherplatzsparende Möglichkeit zur approximativen Bildung von
Matrix-Vektor-Produkten. Eine Verknüpfung der BEM mit der FMM
ermöglicht es, sehr fein diskretisierte Strukturen zu behandeln.
Das vorgestellte Matlab-Tool implementiert diese Methode; eine parti-
elle Auswertung im Voraus ermöglicht eine Abschätzung des erwarte-
ten Fehlers. Für kleinere Modelle lassen sich die Schallfelder bezüglich
Genauigkeit und Rechenzeit mit der herkömmlichen BEM-Lösung ver-
gleichen, größere Modelle können mithilfe der FMM überhaupt erst
behandelt werden.

Boundary-Elemente- und
Multipolmethode

Die Boundary-Elemente-Methode (BEM) basiert auf der Lösung der
Kirchhoff’schen Integralgleichung

1

2
p(yj) =

∫

Γ

(

p(xi)
∂G(xi, yj)

∂nyj
+ iωvG(xi, yj)

)

dΓ (1)

mit G(xi, yj) =
1

4i
H

(2)
0

(

k|xi − yj|
)

, ω = k/c. (2)

(Hankelfunktion zweiter Art H
(2)
n ) für die komplexe Schalldruckampli-

tude p bzw. Normal-Schallschnelle-Amplitude vn an den Orten xi, yj
durch Diskretisierung der Randkurve Γ des Streukörpers bzw. Innen-
raums in N Linienelemente. Es entstehen (N×N )-Gleichungssysteme,
wobeiN mit der Frequenz ω wächst, da für hohe Frequenzen feiner dis-
kretisiert werden muss. Zunächst werden entlang Γ kreisförmige Cluster
definiert, sodass jeder Kurvenpunkt eindeutig einem Cluster zugeord-
net ist.

b

b

b

b

xi

yj

cα

cβ

Γ

r

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Abbildung 1: Wohlseparierte Cluster, Zentren cα und cβ.

Seien cα und cβ die Mittelpunkte unterschiedlicher Cluster; ist der Ab-
stand der Clustermitten größer als 3r, heißen die beiden Cluster wohl-
separiert (Abb. 1), und die Multipolmethode lässt sich durch nachfol-
gende Zerlegung anwenden.
Mit dem Graf’schen Additionstheorem ([1, 9.1.79, 9.1.21]) lässt sich
der Kern G(xi, yj) approximieren als Produkt dreier Funktionen, die
jeweils von den Abständen xi − cα, cα − cβ und cβ − yj abhängen
(Abb. 1):
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fl(x) = eix·ŝ(θl) (5)

mit ŝ(θl) = (cos θl, sin θl), θl = 2πl/(2M + 1); θx bezeichnet den
Polarwinkel des Ortsvektors x [2]. Der Abbruchparameter M heißt
Ordnung der Multipolentwicklung oder einfachMultipolordnung. Der
Geschwindigkeitsvorteil der Methode ergibt sich daraus, dass die Funk-
tionen bl

(

k(cα − cβ)
)

für eine Vielzahl von Elementpaaren xi und yj
gleich sind und daher nur einmal berechnet werden müssen.
Einsetzen der Multipolentwicklung (3), (4), (5) in die Integralgleichung
(1) liefert die Matrix-Ausdrücke
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Für alle Cluster-Kombinationen lassen sich die Matrizen Uα, Bα
β , Vβ

und dVβ zu vier dünn besetzten Matrizen U , B, V und dV zusammen-
fassen. U , V und dV bestehen aus diagonal angeordneten vollbesetzten
Blöcken, B besteht aus Blöcken von Diagonalmatrizen.
Die Einsparung von Speicherbedarf und Rechenoperationen ist am
größten, wenn man die N Elemente in T ≈

√
N Cluster einteilt, die

jeweils nc ≈
√
N Elemente enthalten. Der Speicherbedarf wächst dann

wie O(N3/2) gegenüber O(N2) bei der konventionellen Methode.
Benachbarte Cluster sind nie wohlsepariert, für diese ist eine konventio-
nelle Berechnung der einzelnen Koeffizienten nötig, die Systemmatrix
A ist also aufzuspalten in A = Anah+Afern, wobei sich die Koeffizien-
ten der

”
Nahfeldmatrix“ Anah durch Diskretisierung von (1) ergeben,

während sich die
”
Fernfeldmatrix“ Afern je nach Randbedingungen als

Afern = UBdV (Normalschnelle gegeben, Schalldruck gesucht) bzw.
Afern = UBV (Schalldruck gegeben, Normalschnelle gesucht) ergibt.

Umsetzung in Matlab

Kernstück der Anwendung ist eine Funktion, die das Produkt aus Fern-
feldmatrix Afern und einem Vektor bildet. Diese lässt sich von den
generischen Algorithmen zur iterativen Lösung linearer Gleichungssys-
teme aus aufrufen. Solche Verfahren sind z.B. die Generalized Mini-

mum Rediual Method (GMRES) oder das CGS-Verfahren (Conjugate
Gradient Squared).

Abbildung 2: Benutzeroberfläche des Matlab-Programms.

In einer Benutzeroberfläche lassen sich Parameter einstellen, als wich-
tigstes die Multipolordnung M , die den Abbruch der Reihe in (4) be-
stimmt. Hohe Werte für M steigern die Rechenzeit beträchtlich, nied-
rige Werte verschlechtern die Approximation der Greenschen Funktion
G(xi, yj). Die Konvergenz der Reihe ist desto schlechter, je kleiner das
Argument |cα − cβ|, also der Cluster-Mitten-Abstand. Daher wurde
vor jeder Rechnung für zwei benachbarte

”
Probe-“Cluster der Wert

der Funktionen G(xi, yj) und
∂G(xi,yj)

∂nyj
berechnet, und zwar einmal

eine Näherungslösung mithilfe der Multipolentwicklung, einmal zum
Vergleich eine exakte Lösung konventionell nach Gleichung (1). Es er-
geben sich zwei (nc × nc)-Matrizen mit den maximal zu erwartenden

Fehlern der Approximation vonG(xi, yj) und
∂G(xi,yj)

∂nyj
. Ein Beispiel ist

in Abbildung 3 dargestellt. Der Fehler lässt sich durch eine Erhöhung
der Multipolordnung deutlich reduzieren.
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Abbildung 3: Variation des mittleren Fehlers zwischen konven-
tioneller BEM und Multipolmethode für zwei benachbarte Cluster
für diverse Multipolordnungen M .

Ferner lässt sich das Lösungsverfahren auswählen, Matlab bietet vor-
gefertigte Routinen für die Verfahren GMRES, CGS und BICGSTAB.
Die Systemmatrix kann vorkonditioniert werden, dazu bietet sich ei-
ne approximative Inverse der Nahfeldmatrix Anah an, da Anah oh-
nehin berechnet wird. Die Inverse wird aus einer unvollständigen LU-
Zerlegung gewonnen. Durch die Vorkonditionierung ist ein Rückgang
der benötigten Iterationen um maximal 25% zu erwarten.

Ergebnisse

Es zeigte sich, dass als Faustregel M etwa proportional zu
√
k (Wel-

lenzahl) anwachsen sollte; eine Kontrolle mit dem Fehler der
”
Probe-

cluster“ wie in Abb. 3 ist jedoch unabdingbar.
Verwendet wurde das 2D-Modell eines Autoinnenraums (Abb. 4) mit
folgenden Parametern:
Frequenz f = 1000 Hz
Anzahl Elemente N = 240
Anzahl Cluster T = 16
Elemente pro Cluster nc = 15
Impedanz Fensterscheiben ∞
Impedanz Absorptionsflächen Z = %c · (0,6 + 0,8i)
Auf der Kontaktfläche zum Motorraum ist die Normalschnelle vorgege-
ben. Der resultierende Schalldruck wurde mit der direkten Lösung des
Systems (in Matlab: Befehl A\b) auf einer horizontalen Feldpunktlinie
etwa in Ohrenhöhe der Passagiere verglichen (Abb. 4 und 5).
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Z = %c · (0,6 + 0,8i)

Schalldruck p in Pa
Abbildung 4: Automodell mit Feldpunkten und berechneter
Schalldruckverteilung für f = 1000 Hz.

Erwartungsgemäß ist die Multipolordnung M entscheidend für die
Güte der Lösung. Für M > 6 liefert die Methode überall kleinere
Fehler als 1 dB (Abb. 5).
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Abbildung 5: Fehler des Schalldruckpegels in den Feldpunkten
zwischen konventioneller BEM und Multipolmethode für diverse
Multipolordnungen M .

Für Elementanzahlen bis N = 10.000 erweist sich die Vorkonditio-
nierung als effektiv, darüber ist der Aufwand für die Invertierung der
Konditionsmatrix zu hoch (Abb. 6 links ).
Der Vorteil der Multipolmethode erweist sich erst für große Model-
le. Bei den Zeitvergleichen ist ferner zu beachten, dass die implemen-
tierte Lösung nicht parallelisiert arbeitet, während Matlabs direkter
Lösungsalgorithmus auf Ausnutzung aller CPU-Kerne hin optimiert
wurde.
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Abbildung 6: Anzahl der Iterationen und Rechenzeit für das
Automodell mit 240 Boundary-Elementen bei f = 1000 Hz.
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