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Einleitung

Im Rahmen von Forschungsprojekten im Bereich ,,Computa-
tional Acoustics* wurde in den letzten Jahren ein leistungs-
fahiger, auf der BEM basierender Code zur Ermittlung des
riickgestreuten Schalldruckpegels im Fernfeld entwickelt,
der mit verschiedenen Losungsverfahren arbeiten kann (di-
rekte und iterative Gleichungsloser, Fast Multipole Methode,
Raytracing-Verfahren u.a.).

Dieser Code wurde dahingehend erweitert, dass neben den
,typischen‘ akustischen Randbedingungen (Druck, Schnelle,
Impedanz, Trégheitskopplung etc.) zusétzlich FEM-Schalen-
randbedingungen und damit elastische Materialeigenschaften
beriicksichtigt werden kdnnen.

Fur die betroffenen Elemente wird ein zusétzliches FEM-
Gleichungssystem aufgebaut und in das der BEM integriert,
d.h., es wird voll gekoppelt gerechnet.

Der Beitrag geht kurz auf die mathematischen bzw. physika-
lischen Grundlagen ein, stellt die verfligbaren Ldsungsver-
fahren fir das Problem vor und zeigt Resultate fur eine Test-
struktur mit einer nicht geschlossenen Oberflache.

Verwendete FEM-Schalenelemente und
-Matrizen

Im vorgestellten Verfahren werden einfache dreieckige ebe-
ne FEM-Schalenelemente verwendet, denen ein elastisches
Material und eine Schalenstérke zugewiesen sind.

Die Auswertung der zugehdrigen physikalischen GréRRen
(Verschiebungen W, Rotationswinkel ¢, Kréfte F) erfolgt an
den ,,Ecken (Knoten) der Elemente.

Fur die Berechnung der elementspezifischen Massenmatri-
zen M,, und Steifigkeitsmatrizen K,, wird derzeit das Kirch-
hoff-Verfahren unter Verwendung des in [1], Kap. 7 und 8,
beschriebenen Formelwerks verwendet.

Diese Submatrizen werden in die schwachbesetzten FEM-
Gesamtmatrizen M, und K, eingesetzt, dabei nach den o.a.
GroRen sortiert, und in einer frequenzabhéngigen quadrati-
schen FEM-Elementmatrix Kg(w) der Ordnung O(Kf) =
6 X Ny fem ZUsammengefasst:
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Damit ergibt sich das fir alle Losungsvarianten verwendete
frequenzabhéngige FEM-Gleichungssystem zu:
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Aufbau des vollstandigen Gleichungssystems
(in Kombination mit der indirekten BEM)

In den BEM-Berechnungen werden ebene Dreieckselemente
mit konstanten Ansatzfunktionen verwendet (Kollokation),
wobei die physikalischen Gréen (Druckdifferenz Ap, Nor-
malschnelle v,)) im Elementmittelpunkt ausgewertet werden.
Zur Kopplung mit den knotenbasierenden FEM-Anteilen
werden zwei schwachbesetzte Transformationsmatrizen (T,
und T,) verwendet.

Das Verfahren koppelt die FEM mit der indirekten BEM
(identisches Fluid auf beiden Seiten der Elemente, Trag-
heitskopplungsverfahren, siehe auch [2]) und flhrt zu fol-
gendem Gleichungssystem:
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Verwendete GrdfRen / Symbole:

E Einheitsmatrix

S. Flacheninhalte der Elemente

B4 BEM-Matrix (indirekte BEM, frequenzabhéngig)
APig Druckdifferenz (indirekte BEM)

p Dichte des umgebenden Materials

c Schallgeschwindigkeit im umgebenden Material
Ay Burton-Miller-Faktor

Vine einfallende Normalschnelle

Nyo fem  Anzahl der Knoten an den FEM-Elementen

Anzahl der BEM-Elemente



Verwendete Ldsungsverfahren

Es wurden drei verschiedene Losungsverfahren zur Berlck-
sichtigung der FEM-spezifischen Anteile implementiert:

a)

b)

vollstandige schwachbesetzte Matrix (FULL
SPARSE-Modus)

In diesem Modus wird die Gesamtmatrix aus FEM- und
BEM-Koeffizienten gemaR Gl. (5) vollstandig aufgestellt
und mit Hilfe eines direkten Gleichungsldser fiir schwach
besetzte Matrizen (Intel DSS direct sparse solver oder
PARDISO sparse solver) gel6st.

Vorteile:

o fir sog. monostatische Rechnungen mit vielen rechten
Seiten ist nur eine einmalige Faktorisierung der Matrix
erforderlich, der anschliefende L&sungsvorgang pro
rechte Seite ist sehr schnell.

Nachteile:

e Der Speicherbedarf fiir die Koeffizienten in einer
schwach besetzten Matrix ist hoher (i.d.R. doppelt so
groR), da der BEM-Anteil B;; voll besetzt und pro Ein-
trag zusétzlich ein Spaltenindex erforderlich ist.

e Wahrend der Faktorisierungsphase bendtigen Sparse-
Loser ca. das 4 — 5-fache des Speicherbedarfs der Aus-
gangsmatrix. Da die Loser dies i.d.R. nicht vorab (ber-
prifen, sind hier Abbriiche mdglich.

Verwendung des Schur-Verfahrens (SCHUR-Modus)

Grundlage des Schur-Verfahrens ist das vereinfachte

FEM-Gleichungssystem K¢ nach Gl. (6), aus welchem

sich i zu

U= —K;'S, T,Api (7
ergibt. Das Einsetzen von Gl. (7) in Gl. (6) fiihrt zu
[—iwchlK]?ISesz +Big|ABia = apuVine,  (8)
womit eine FEM-Koeffizientenmatrix Jscp, pga mit

Jsenrem = —iwpcTiK:1S,, T, 9)
erzeugt wird, die zur BEM-Matrix B;; hinzuaddiert wird,
und es muss nur noch

[Bia + Jscn,rem]APia = apmPinc (10)
mit Hilfe eines direkten Gleichungsldsers geldst werden.

Allerdings ist die Bildung der Inversen Kf‘1 sehr zeit-
aufwéndig und in der Praxis kaum einsetzbar.

Verwendet man alternativ einen iterativen Solver, fiir den
Matrix-Vektor-Produkte pro lterationsvektor X; gemaR

bi(%;) = Duve,pem (X)) + Vrvp,scn Kirem) (11)
bendtigt werden, so lasst sich der FEM-Matrix-Vektor-
Produktanteil ¥y p s, deutlich einfacher mittels

Buvpsen(Ripem) = —iwpcTy K 'S ToXipen  (12)

berechnen.

Um hier die aufwéndige Bildung von K;l vermeiden zu
koénnen, wird ein Hilfsvektor

(13)
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erzeugt und daraus ein Schur-Lésungsvektor v, durch
Lésung des schwachbesetzten Gleichungssystems

(14)

mit Hilfe eines entsprechenden Sparse-Solvers berechnet.
Damit vereinfacht sich Gl. (12) zu

Kfvsch = Urax

Umvp,sch (fi,FEM) = —iwpcT; Vscp. (15)

Da Ky aus Gl. (14) nur einmal faktorisiert werden und
dann pro Iterationsvektor ¥; nur noch der Losungsschritt
zur Ermittlung von ¥, erfolgen muss, ergibt sich ein
deutlicher Zeitvorteil.

Vorteile:

e Es ist nur Speicherplatz fur die BEM-Matrix B4 erfor-
derlich, die zusatzlichen J., gy -Anteile werden auf-
addiert. Auch die Menge des zur Faktorisierung bené-
tigten Speichers vergrofert sich bei einem Gleichungs-
loser fur vollbesetzte Matrizen i.d.R. nicht.

e Bei Einsatz iterativer Loser kdnnen die erforderlichen
Matrix-Vektor-Produktanteil in GI. (11) durch schnelle
approximative Verfahren, wie z.B. die Fast Multipole
Methode, gebildet werden, was deutlich groere Ele-
mentanzahlen ermdglicht.

Nachteile:

* Bei Frequenzsweeps miissen K und v, fir jede Fre-
quenz erneut gemal Gl. (1) aufgestellt und faktorisiert
werden.

Verwendung von Eigenwerten (EIGEN-Modus)

In diesem Modus wird mit Hilfe eines sog. Eigensolvers
eine vorgegebene Anzahl N, an Eigenwerten bzw. -
vektoren auf Grundlage der frequenzunabhéangigen FEM-
Matrizen M, und K, aus Gl. (1) ermittelt und in einer
Eigenwertmatrix ¥,,, gespeichert.

Daraus werden zwei ,kleine* quadratische frequenzun-
abhéngige Diagonalmatrizen K,,, und M., mittels

K., = P%, -K,; ¥, und
M., = lPeTv "My - W,
mit der Ordnung 0(K,,) = O(M,,) = N,,, gebildet.
Die Eigenwertmatrix W¥,,, wird dann auf die ,,untere* (zur
Verschiebung w gehdrenden) Hélfte ¥,, , reduziert, da
die Rotationswinkel jetzt nicht mehr bendtigt werden.
Aus dieser werden zwei Hilfsmatrizen Q, und Q, mittels
Q=T i 2 und (18)
Q; = ‘PeTv,w "Se - T, (19)
erzeugt. Nun wird eine frequenzabhéngige Matrix D,,, zu
Dy, = (K¢ — (‘)ZMev)_l (20)
generiert, wobei die Bildung der Inversen hier aufgrund

der ,,geringen* Ordnung O(D,,) = N,, nicht so zeitauf-
wandig ist, und aus dieser die Hilfsmatrix Qp, mittels

(16)
(17)

Qp2 = iw(Dev ' Qz) (21)
erzeugt.
Das Matrix-Matrix-Produkt dieser Hilfsmatrizen
Jevrem = P Q1Qp2 (22)



entspricht, wie bei dem Schur-Verfahren, einer FEM-
Koeffizientenmatrix gleicher Ordnung wie die der BEM-
Matrix und wird dieser hinzuaddiert, sodass schlief3lich
nur das Gleichungssystem

[Bid + ]ev,FEM]Aﬁid = aBMﬁinc (23)
geldst werden muss.

Vorteile:

e Wie bei dem Schur-Verfahren ist nur der Speicher er-
forderlich, der fir die vollbesetzte BEM-Matrix B;,4
bendtigt wird.

¢ Bei Frequenzsweeps mussen die Eigenwerte nur einma-
lig (auf Basis der hdchsten gewiinschten Frequenz) er-
mittelt werden, dementsprechend sinkt der Zeitaufwand
ab der 2. Frequenz.
Des Weiteren mussen nur die frequenzunabhangigen
Hilfsmatrizen Q; und Q, ,,aufgehoben*“ werden, alle
anderen Variablen kdnnen zur Einsparung von Spei-
cherplatz freigegeben werden.

¢ Bei Verwendung eines iterativen Losers (z.B. GMRES)
kann die Bildung der J,,, rg-Koeffizienten durch einen
FEM-MVP-Anteil Uyyp ;4 ersetzt werden:

bi(X;) = Umvppem (X)) + Vmvp eig (Ko rem) (24)

Dieser lasst sich mittels

17MVP,eig (fi,FEM) = pCQlQDZJ_C)i,FEM (25)
sehr schnell berechnen, da die Ordnung der Matrizen

Q; und Qp, deutlich Kleiner ist als die von By, wéh-
rend der BEM-Anteil

Uyvp,em (X)) = Big¥; (26)

konventionell berechnet wird.

e Auch hier kdnnen bei iterativen Losern die in Gl. (24)
bendtigten Matrix-Vektor-Produktanteile durch schnel-
le approximative Verfahren gebildet werden.

o Es besteht die Mdoglichkeit, die Eigenwerte fiir einzelne
FEM-Bereiche getrennt zu ermitteln, dies kann zu einer
geringeren Anzahl bendtigter Eigenwerte filhren und
damit den Zeitaufwand reduzieren.

Nachteile:

e Die fiir eine qualitativ gute Losung bendtigte Anzahl an

Eigenwerten N,, kann im Voraus schlecht abgeschétzt
werden, da diese sehr stark vom Modell und den Rand-
bedingungen abhéngig ist.
Dementsprechend muss diese VVorgabe manuell (ber-
pruft und ggf. adaptiv erhéht werden, wobei dann auch
der Zeitaufwand zur Ermittlung der Eigenwerte Uber-
proportional ansteigt.

Verwendetes Modell

Das verwendete Modell (Abb. 1) besteht aus einer Kegel-
schale aus 6.058 Dreieckselementen mit einem Radius von 1
m, einer Dicke von 1 cm und Stahl als Material, umgeben
von Wasser.

Abb. 1: verwendetes Modell

Als Schallquelle wird eine in negativer X-Richtung einfal-
lende ebene Welle verwendet, um die Ergebnisse mit der
FEM-Anwendung COMSOL in kirzerer Rechenzeit (Rota-
tionssymmetrie) vergleichen zu kénnen.

Ergebnisse fur einen Frequenzsweep

Fir einen Frequenzbereich von 100 Hz bis 1 kHz wurde der
normierte Schalldruckpegel im Fernfeld in 0,5 Hz Schritten
(2 1.801 Frequenzen) an einem monostatischen Auswer-
tungspunkt bei [10, 0, 0 km] ermittelt, um auftretende Reso-
nanzen gut erkennen zu kdnnen (Abb. 2).
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—a) FEM, volle Sparse-Matrix (direkter Loser, IMKL/DSS)
b) FEM, Schur-Modus (iterativer Léser, GMRES-HH)
— ¢) FEM, Eigenwerte, N,, = 500 (direkter Loser, IMKL/LA+ARP/DSS)
d) FEM, Eigenwerte, N,, = 500 (iterativer Léser, GMRES-HH+ARP/UMF
—¢€) 2D-FEM (COMSOL)
f) 3D-FEM (COMSOL)
— @) nur indirekte BEM (Trigheitskopplung, iterativer Léser, GMRES-HH)

Abb. 2: Schalldruckpegel am monostatischen Auswertungs-
punkt bei [10, 0, 0] km

Der maximal zul&ssige relative Fehler fur die iterativen L&-
ser (b, d, ) wurde auf 10 festgelegt.

Alle drei FEM-Berechnungsvarianten (volle Sparse-Matrix,
Eigenwerte und Schur-Verfahren, a...d) stimmen sehr gut
lber, die Differenzen liegen, bis auf vereinzelte AusreiBRer
bei einigen Frequenzen, unterhalb von einem dB.



Der Unterschied zur indirekten BEM (g), bei der fiir die
dinne Schale das Trégheitskopplungsverfahren gemaR [1]
verwendet wurde, ist klar erkennbar und zeigt den groRen
Einfluss der elastischen Materialeigenschaften.

Im Vergleich zu den FEM-Ergebnissen von COMSOL (g, f)
zeigt sich eine mit zunehmender Frequenz grofRere Fre-
guenzverschiebung (bei &hnlichen Maxima- bzw. Minima-
werten).

Dies liegt u.E. an den unterschiedlichen Verfahren zur Be-
rechnung der FEM-Matrizen (Kirchhoff-Verfahren im eige-
nen Code, Reissner-Mindlin-Verfahren in COMSOL) und
bedarf noch weiterer Untersuchungen. Zur besseren Ver-
gleichbarkeit wird daher derzeit eine zusétzliche Implemen-
tierung des Reissner-Mindlin-Verfahrens fur den eigenen
Code vorbereitet.

Zur Information sind in der Tabelle 1 die Rechenzeiten fir
die einzelnen Ergebnisse aufgefuhrt:

Tabelle 1: Rechenzeiten fiir den Frequenzsweep
(f =100 ... 1.000 Hz, Af = 0,5 Hz, N; = 1.801)

Verfahren R?ﬁ?ﬁﬂsz]e't
a) FULL SPARSE (direkt) 3:48:55
b) SCHUR-Modus (iterativ) 2:57:57
c) EIGEN-Modus (direkt) 2:17:00
d) EIGEN-Modus (iterativ) 1:37:16
e) 2D-FEM (COMSOL, 0:07:12
rotationssymmetrisch!)
f) 3D-FEM (COMSOL) ca.13h
g) nur indirekte BEM (iterativ) 0:21:52

Die Losungszeit der FULL SPARSE-Variante ist aufgrund
der ,,geringen* Anzahl an Elementen hier nicht wesentlich
groRer als bei den anderen Verfahren.

Druckdifferenzen an Resonanzstellen

Zur Verdeutlichung der Anderungen der Druckdifferenz an
den Resonanzstellen zeigen die folgenden Abbildungen den
Realteil der Druckdifferenz R(Apergy ) auf der Oberfléche
im Bereich einer Resonanzstelle bei 294 ... 299 Hz.
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In allen Abbildungen wird der gleiche Wertebereich (-15 ...
+30 dB) verwendet, damit ist gut zu erkennen, wie die
Druckdifferenz im Bereich des Resonanzpunktes bei ca. f =
297,15 Hz deutlich ansteigt und anschlieBend wieder fallt
und sich dabei auch das Vorzeichen des Realteils &ndert.

Zusammenfassung und Ausblick

Die implementierten FEM-Kopplungsverfahren zeigen eine
gute Ubereinstimmung untereinander und im Vergleich mit
kommerziellen FEM-Anwendungen.

Der Geschwindigkeitsvorteil bei Verwendung der BEM
anstelle der FEM im 3D-Bereich ist klar erkennbar.

Die Verwendung von iterativen Gleichungslésern in Verbin-
dung mit den implementiertem SCHUR- bzw. EIGEN-
Losungsvarianten ermdglicht die Kombination mit der Mul-
ti-Level-Fast-Multipol-Methode.

Der Code wird derzeit fir FEM-Schalenrandbedingungen fr
geschlossene Gebiete erweitert, d.h., im Inneren des entspre-
chenden Strukturanteils befindet sich ein Vakuum.

Auch soll zukinftig die Kombination beliebiger Randbedin-
gungen innerhalb eines Modells méglich sein, ebenso das
,feste Einspannen‘ von vorhandenen Kanten.
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